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ABSTRACT 
Consider a population of diploid individuals and the associated gametic multiple 
allelic algebra. The aim of this note is to give a structure theorem for the Lie algebra 
of derivations of this algebra. 
INTRODUCTION 
Cette note fait suite h l'article de Costa [1] et h une note pr~c~dente [3]. I1 
s'agit de donner tm th~or~me de structure pour l'alg6bre de Lie des d6riva- 
tions de l'alg~bre gam&ique d'une population diploide hun  nombre quel- 
conque d'all~les. A l'oppos~ de la note pr~c~dente [3], les calculs sont ici tout 
h fait reproductibles t cela tient h la simplicit~ de la table de multiplication 
de cette alg~bre relativement h sa base nahtrelle. 
Pour ce qui est des notions utilis~es dans cet article conceruant les 
alg~bres g6n6tiques, nous envoyons le lecteur h l'ouvrage d'Angelika W6rz- 
Busekros [4]. De plus, on y trouve une excellente bibliographie sur le sujet. 
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1. PRELIMINAIRES 
ARTIBANO MICALI ET AL. 
Soient K un corps eommutatif de earacteristique nulle et G(n  + 1,2m) la 
K-alg6bre gam6tique d'une population 2m-ploide avec n + 1 all61es. La di- 
m+n . . . .  mension de G(n + 1,2m) est ( m ) et s, nous representons graphlquement 
ces alg6bres darts le plan, en coordonnees met  n, on a la figure 1. 
Le croisement de la droite verticale qui passe par met  de la droite 
horizontale qui passe par n repr6sente l'alg6bre G(n + 1,2m) et, an point de 
rue dimensions, on a 
m , m + 1 ~ m + 1 , ' 
soit dimt<(G(n + 2, 2m)) + dimK(G(n + 1, 2(m + 1))) = dimK(G(n + 2, 2 
(m + 1))). 
On montre, dans [1], que l'alg6bre des d6rivations de G(n  +1,2m)  a 
dimension n(n  + 1) et le but de cette note est de donner un th6or6me de 
structure pour l'alg6bre de Lie des d6rivations de l'alg6bre A = G(n  + 1,2). 
Ainsi, la pr6sente note s'occupera des populations diplo'ides alors que dans [3] 
nous nous sommes occup6s des populations diall61iques. 
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Soient K un corps de caract6ristique nulle, A = G(n + 1,2) la K-alg~bre 
gam&ique d'une population diploide avec n + 1 allbles et ( e 0, e x . . . . .  e, } la 
base naturelle de A sur K. L'unique pond6ration de A est le morphisme de 
K-algbbres to: A -o K d6fini par w(ei) = 1 (i = 0,1 . . . . .  n)  et comme la table 
de multiplication de ralgbbre A relativement ~t la base ci-dessus s'6crit 
eie i = eie ~ = l (e  i + ei) (i, j = O, 1 . . . . .  n), alors la multiplication de A s'bcrit 
xy = ½[to(x)y + to(y)x], quels que soient x et y dans A. Soit e un 616ment de 
A tel que to(e) = 1. Alors e 2= e et il existe une d6composition de A en 
somme directe de sous-K-espaces vectoriels A = Ke ~ Ker(to). 
Pour tout x dans A on a x2=to(x )x  donc, si d :A~ A est une 
K-d&ivation de A, on a 2xd(x)=to(x )d(x ) .  Si l'on applique to on a 
to(x)to(d(x)) = 0 soit to(x) = 0 ou bien to(d(x)) = 0. Dans le cas off to(x) = 0 
on axe  = ½x ce qui nous donne d(x)e  + xd(e)  = ½d(x) et si l'on applique to 
on d6duit que 2to(d(x))= to(d(x)) soit to(d(x))= 0. Ceci d6montre que 
tood=0.  
R6ciproquement, soit d: A ~ A une application K-lin~aire teUe que to o d 
= 0. Quels que soient x et y dans A on a xy = ½(w(x)y + w(y)x )  donc 
d(xy)  = ½[w(x)d(y)+ to(y)d(x)] = d(x)y  + xd(y), c'est-~-dire, d est une K- 
d6rivation de A. On a ainsi d6montr~ le lemme suivant (cf. [1, proposition 1]): 
Lemme 2.1. Une condition nkcessaire t suffisante pour qu 'une applica- 
tion K-linkaire d: A -o A soit une K-d&rivation de la K-alg~bre A = G(n  + 1, 2) 
est que l 'on ait to o d = O. 
Soit maintenant d:A~A une d&ivation de A et 6crivons d(e i )= 
S,']=oaqe, (i = 0,1 . . . . .  n), o/1 les a,t sont des scalaires h d6terrniner par la 
donnbe de la d6rivation d. La condition to o d = 0 entralne que S,'~=oaik = 0 
r l --1 (i = 0,1, .... n) et si l'on 6crit Otin = - -  ~_~kzOOl ik,  alors d(e i )  = ~k=OOtik(e n -  1 _ en ) 
(i = 0,1 . . . . .  n). Ceci nous montre que chaque d6rivation d s'6crit en fonction 
de n(n  + 1) param&res, h savoir, les a~k pour 0 ~< k ~ n - 1 et 0 ~< i ~ n. 
Pour ce qui est du crochet dans DerK(A), si l'on 6crit d 
(ei) = . -1  Ek=oaik(ek e.) et d ' (e i ) -  . -1  , _ - - Ek=Oa~k(ek en) (i = O, 1 . . . . .  n), o/1 d et 
d '  sont deux d6rivations de A, alors , _ , -1  n , [d, d ](ei) - Ek= o [Ej~o(aiiajk -- 
ai ja~k )]( e k -- e.) ( i = O, 1 . . . . .  n ). Ceci nous sugg~re le th6or~me de structure. 
En effet, consid~rons l'application (p :DerK(A)oK" ( "+I )  d6finie par 
d ~ (aoo, %1 . . . . .  ao . _ l ; . . .  ; a.o, a.1 . . . . .  ann_l) ,  si la d6rivation d s'6crit 
d(ei) = , -1  Ek_Oaik(ek-  e,) (i = 0,1 . . . . .  n). I1 est 6vident que ~:DerK(A)  => 
K "t"+l~ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels et consid6rons ur le 
K-espace vectoriel K nt"+l) la structure suivante d'algbbre de Lie: quels que 
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soient les 616ments (a(~), aot . . . . .  ao .  1; , , .  ; a.o,  a.1 . . . . .  a .... t) et 
(aoo, a~n . . . . .  a'0, l;...;a',,0, a',,l . . . . .  ai~,, L) de K "('+1), leur crochet dans 
t ! i ¢ K.( .+ t) s'6erit ~=o(a~jja)o -- CtoiCtjo . . . . .  Ctojai. i - ao ia j . -  1;... ; a. la#) - 
a . iC t jo , . , . ,a ' . i a i .  I -  a..a'..~ ~ 1)' I1 en rbsulte imm6diatement que 
¢p: DerK(A ) --) K nz'÷ ~)est un isomorphisme de K-algbbres de Lie, i.e., quelles 
que soient les d6rivations d et d '  dans DerK(A ), on a ¢p([d,d'])= 
[q~(d), q0(d')]. Ceci achbve la d6monstration du th6orbme suivant: 
THEOI~ME 2.2. Soient K un corps commutat i f  de caract&istique nulle et 
A = G(n  + 1,2) /a K-alg&bre gamktique d 'une population diploide avec n + 1 
allkles. I1 existe un isonun~hisme de K-algkbres de Lie ¢p: DerK(A ) -~ K '~'' ~ L) 
Pour ce qui est de la nacre  des alg~bres de Lie K "(" + 1), on a le  theor~me 
suivant: 
THI~OI~ME 2.3. Soient K un corps commutatif, n ~ 1 un hombre entier 
et K "("+ l) la K-algbbre de Lie ci-dessus dkfinie. S in  = 1, cette algkbre est 
rksoluble. Si n = 2 et la caract~ristique de K est :/: 2, eUe n'est pas rksoluble 
et si la caractbristique de K est 2, elle est rksoluble. S in  >~ 3, cette algkbre 
n'est  pas rbsoluble. Dans tous lea' cas, ces alg&bres ne sont jamais nilpoterltes 
ni semi-simples. 
Observons que la struchtre d'algebre de Lie de A ,  = K " ' '~ ~) peut ~tre 
d6finie ind~pendemment de la caract~ristique d  K. C'est seulement quand il 
s'agit d'appliquer ces r6sultats aux alg~bres g~n&iques qu'il faut supposer que 
K soit de caract~ristique nuUe voire, que K = R. 
S in  = 1 et si e t = (1,0) e te  2 = (0,1) est la base canonique du K-espace 
vectoriel K 2, la table de multiplication de l'alg~bre de Lie A t = K 2 relative- 
ment h cette base s'~crit: 
C 1 
C 2 
C 1 C2 
0 C 1 + e, 2 
- (e  1 + e 2 ) 0 
Oonc, l'id6al A(1 x' = [A 1, A1] est engendr6 par e 1 + e z et A{~ ' = [A'~', A(~ '1 
= 0, ce qui montre que l'alg~bre A 1 est r6soluble. Par contre, l'id6al A~ est 
engendr~ par e t + e2 ainsi que l'id~al A~ = [.411, A1]. Ceci nous montre que 
A t ~ A~ = A~ . . . .  :~ 0, i.e., l'alg}bre de Lie A 1 n'est pas nflpotente. 
Supposons maintenant que n = 2 et montrons le th6or&me pour l'alg~bre 
A~ = K ~. Si { ex,.. , , e 6 } d~signe la base canonique du K-espace vectoriel K ~, 
la table de multiplication de l'alg~bre de Lie A z = K 6 relativement h cette 
base s'6crit comme sur la table 1. 









el e2 e 3 e 4 e 5 e6 
0 - ee e 3 0 e5 0 
e 2 0 - e l  +e4 - e 2 e 6 0 
-e  3 e i -e  4 0 e 3 0 e~ 
0 e 2 -e  3 0 0 e 6 
- e 5 -e6  0 0 0 0 
0 0 -e~ -e  6 0 0 
On voit, sans peine, que l'id~al A~ ) est engendr~ par les vecteurs 
e l -  e4, e2, e3, es ,  e 6 alors que A~ ) est engendr~ par les vecteurs e 1 -  
e4,2e2,2e 3,e 5, e6. Ceci nous dit que si la caract~ristique d K est ~: 2, on a 
A z ~ A O) = A~ ) . . . .  ~ 0, i.e., l 'alg~bre de Lie A 2 = K 6 n'est pas r~soluble. 
Mais si la caract~ristique d K est 2, l'id~al A~ ) est engendr6 par les vecteurs 
e 1 -e  4, e 5, e 6 et .4(23 ) par les vecteurs e 5, e 6. Vue la table de multiplication 
ci-dessus, on a A~ ) = 0, i.e., A 2 est r~soluble. 
Supposons que n = 3 et consid~rons l'alg~bre A~ = K 12. Si (e  I . . . . .  e12 } 
d6signe la base canonique de A 3 sur K, la table de multiplication de A 3, 
relativement h la base donn~e s'~crit comme sur la table 2. 
On voit que l'id6al Aq ) est engendr~ par les vecteurs e 1 -e .5 ,  e I - 
e 9, e 2, e 3, e 4, e 6, e 7, e 8, el0, e H, el2 de m~me que l'id~al A~ ). Donc, A 3 ~ A~ ) 
= A(~ ) . . . .  ~ 0, ce qui nous montre que l'alg~bre A 3 n'est pas r6soluble. 
Montrons maintenant qu'il existe un morphisme injectif d'alg~bres de 
Lie ¢p:A~ ~ A n+l  et ceci, pour tout entier n >/1. En effet, il suffit de 
d~finir  qo par  (aoo . . . . .  ao~ 1 ; . . . ;  ano . . . .  , a~,  1 )~ (0 . . . .  ,0 ;  













e l2  
e I e 2 e 3 e 4 e 5 e 0 e 7 e 8 eq elo e t l  e12 
0 - e 2 - e 3 e 4 0 0 e 7 0 0 0 0 0 
e z 0 0 e 5 - e I - e~ - e3 e8 0 0 e l l  0 0 
e 3 0 0 e~ 0 0 e9  - e l  - e2 - e 3 - eL2 0 0 
- e 4 e z - e 5 - e~ 0 e 4 0 0 e 7 0 0 e to  0 
0 e 2 0 - e 4 0 - e6 0 e s 0 0 e t l  0 
0 e 3 0 0 e~ 0 -- e 4 e 9 - e 5 - e 6 0 e 12 0 
- e7  - es  e l  - -  e9  0 0 e 4 0 0 e 7 0 0 e to  
0 0 e 2 - -  e 7 - e s e 5 - -  e 9 0 0 e 8 0 0 e t i  
0 0 e 3 0 0 e 6 --  e 7 --  e 8 0 0 0 e l2  
0 --  e t l  e lg  0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 - -  e lo  --  e l l  - -  e ta  0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 --  e lo  - e l l  - e t2  0 0 0 
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~0([x, g]) = [¢p(x), cp(g)], quels que soient x, g dans A, .  Done, les algebres A,, 
ne sont pas r6solubles pour n >/3, car A3 ne l'est pas. De plus, comme A~ 
n'est pas nflpotente, fl en est de m~me de A .  pour n >/1. Finalement, comme 
A n ~ [AT,, An], ceci entraine que l'algbbre de Lie A .  = K È('+a~ n'est jamais 
semi-simple [2, Chapter II, §5, No. 5.2., corollary], pour tout entier n >/1, 
NOTE 2.4. En fait, on peut aussi dire que la stmcRtre d'alg6bre de Lie de 
K '~("+1~= K"× MR(K ), off M,,(K) est le K-espace vectoriel des matrices 
carries n×n h coefficients dans K, est donn~ par [x,a),(y,  f l)]= 
(x f l -ga , [a ,  fl]) quels que soient x ,g  dans K net  a, fl dans M,~(K) off 
[a, fl] = ctfl - f l a  est le crochet de Lie sur Mn(K ), Faction de M,,(K) sur K" 
&ant d~finie par xfl = (E~ ~x i/3~j)~ < j ~ ,, s ix  = (x 1 . . . . .  x , )  ~ K" et/3 = (/3~ )
Mn(K ). La dbmonstration que nous donnons ici du th6orbme 2.3 est 
~l~mentaire et ne fair intervenir aucune connaissance particulibre concernant 
les algbbres de Lie. 
APPENDICE.  L ' IN JECT ION qg: A n --* An~ x POUR TOUT n >/1 
Pour n = 1, l'application ¢p: A 1 --, A 2 est d~finie par (a, f l )~  
(0,0,0, a,0, fl) et fl est clair que ~p([(a, f l),(a',f l ')])=[ep(a,/3),~p(a',~')], 
quels que soient a, fl, a ' , /3 '  dans K. 
Darts le cas g6n~ral, on d~finit cp :A ,~A~+ 1 par (a0o . . . . .  ao,, l; 
" " ;  O~nO . . . . .  O~nn-1)~"~(  0 . . . . .  0 ;0 '0~00 . . . . .  etOn ' - l ; ' " ;O 'OtnO . . . . .  ann  1), d'ofi, 
, '  n p t ,. ~. 
(p([a~j),(aq)]) = ~(L~o(  ' • Otojajo-- aojajo,.. , aoiajn ., • 1--aojOtjn_ 1;.. anjajo-- 
t ! t~ p t OtnjajO ... . .  OtnjOtjn 1 -- Otniajn 1)) = ~j=O( 0. . . . .  O; O, OtojajO -- OtojO:#) ..... 
t 
Ot;10~ j n--1 --  OtOjOtj n - 1; ' "  ;0 ,  Ot'njO~io -- O~ n 10~;0 . . . . .  O~'n iOtin I -- Otni, O~jn L )" 
D'autre part, on a: 
. . . .  
(0 . . . . .  0;0, a~ . . . . .  a~,_  ~;... ;0, ~",o,..., c¢,, .,- ,)] 
n~ 1 
p i ! 
= ~2 ( t~; j~o  - ~ojt~jo . . . . .  ~; i~J , ,  - t~o i~; . . . :  
j=o 
of l l ' onposef lo j=O( j=O,1  ... . .  n), f l ko=O(k=l  . . . . .  n+l ) ,  f lk j=ak 1i I 
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( j= l  . . . . .  n et k=l  . . . . .  n+l ) .  On peut r6unir tout ceci en une seule 
formule, h savoir, f lk i=ak_11_ l  (1=0,1  . . . . .  n et k=0,1  . . . . .  n+l ) ,  ~t 
condition de d6finir flko = ak 1 t=0 et floi = a 1 i_1=0,  quels que 
soient ]e t  k. On a alors, en faisant 1 -1= k, [¢p(aii),q)(a~i)] =
k= 1(0 . . . . .  0 ;0 ,  B lk+l /3k+,  1 -  B lk+ 1/3k÷11 . . . .  ~k÷~k+ln--Blk÷lBk÷l.; 
" ' "  ; /~t{+lk+l /~k+lO - -  ~n+lk+l~k+XO,  /~n+lk+l /~k+l l  - -  /~n+lk+1~k+11 . . . . .  
! ! n / ! 
fl~+lk+lflk+l. -- fln+lk+lflk+l,,) = ~2k=o(O . . . . .  O; O, aOkakO -- aOkako . . . . .  
" - -  ' " " O ,  ' - -  ' Ol 'nkO~kn_  1 ' Ot Ok  ~k  n 1 O lOkOlk  n - 1 , " • " ,  O lnk~kO O lnkOlkO ~" " " ~ - -  O lnkOlk  n - 1 ) 
= ~[(%),(%)]. 
Ceci nous montre que ¢p: A ,  ---, A~+ 1 est un morphisme injectif d'alg~bres 
de Lie. 
Nous tenons iz remercier le referee de ses judicieuses remarques, lesquelles 
nous ont notamment pennis d'ambliorer la d&nonstration du thborbme 2.2. 
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